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Hoy

Sesion A: lo decidible Sesion B: lo indecidible

1. Las maquinas como entradas 7. La maquina universal

2. Aceptacion: Apra, Anra, AREX 8. Por qué simular no decide

3. ¢Vacio? Epga 9. Numerables y la diagonal de Cantor

4. ;Equivalentes? EQppa 10. Aty es indecidible

5. Gramaticas: Acrg Y Ecra 11. El problema de la parada

6. ELl mapa de los lenguajes 12. Reconocible y correconocible
Lectura

Apuntes de la semana 9. Apoyo: Sipser, sec. 4.1y 4.2; Erickson, Models of
Computation, nota 7. Codigo en code/week-09.
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SECCION 01

Las maquinas como
entradas




De donde venimos

® Semana 7: una maquina de Turing acepta, rechaza o no se detiene.

= Decide un lenguaje: se detiene siempre, y acepta justo sus cadenas.

= Reconoce un lenguaje: acepta justo sus cadenas. Con las demas, rechaza o no se
detiene.

= Tesis de Church-Turing: algoritmo = maquina de Turing. Desde hoy, alto nivel.

La pregunta de hoy
Semana 1: hay mas lenguajes que programas, asi que algln problema no tiene
algoritmo. ;Cual?
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Las maquinas son datos

La entrada de una maquina es una cadena.
Todo objeto finito se escribe como cadena:
(B).

Un archivo .dfa es un (B).

= Una pregunta sobre automatas es un
lenguaje de descripciones:

Apra = { (B,w) : B es un DFA que acepta w }

= (B,w) € Apra cuando w € L(B).

= ;Decidible? ;Hay un algoritmo para todos los
DFA?
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states: go g1 @2
alphabet: 0 1
start: go
accept: g2
delta:

qoe
qo
qi
ql
q2
q2

(0]

1
(0]
1
(0]
1

q1
qo
q1
q2
q1
(¢[o]

Sin las lineas de comentario.

Las maquinas como entradas
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Las preguntas de hoy

Lenguaje La pregunta Modelo

Apra, Axra, ARex  ¢Acepta (o genera) la cadena w? DFA, NFA, expresion regular
Epra ;Su lenguaje es vacio? DFA

EQppa ¢Reconocen el mismo lenguaje? Dos DFA

Acra, Ecre ;Genera w? ;Su lenguaje es vacio? Gramatica libre de contexto
Arn, HALT M ;Acepta w? ;Se detiene con w? Maquina de Turing

® A de acceptance, E de emptiness, EQ de equivalence. Son los nombres de Sipser.
® Sesion A: las cuatro primeras filas son decidibles. Sesion B: la Gltima no.
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Como se demuestra que algo es decidible

M =“Con la entrada (B, w), donde B es un DFA y w una cadena:

1. Simular B con la entrada w.
2. Sila simulacion termina en un estado de aceptacion, aceptar. Si no, rechazar.”

= | a primera linea incluye revisar la entrada: si no es un DFA 'y una cadena, rechaza.
= Hay que demostrar dos cosas: que termina siempre, con toda entrada, y que

responde bien.

Lo delicado es que termine

Un algoritmo que responde bien cuando termina, pero a veces no termina,
reconoce y no decide.
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SECCION 02

Aceptacion




Apra es decidible: decidir es simular

La maquina M de la diapositiva
anterior.
= Termina: un paso por simbolo.
Son |w| bisquedas en la tabla de
d.
= Responde bien: al final tiene
5*(qo,w), y mira si esta en F.

Lo que sostiene todo

Un DFA siempre termina. La
simulacion lo hereda.
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$ ../build/a_dfa ends_oi.dfa o101 '’
= ends_o1.dfa, 3 estados
w = 0101
gqe -e-> gi -1-> G2 -0-> g1 -1-> Q2
4 pasos; termina en g2, que esta en F: (B, w) € A_DFA

qe
© pasos; termina en ge, que no esta en F: (B, w) ¢ A_DFA

Es el laboratorio de la semana 1. Hoy los comandos se corren
desde code/week-09/machines.
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Axra V Arex: convertir y simular

~ Thompson (=" subconjuntos () ;
‘ expresion regular R I P— NFA N P DFA D simular: M

N’ = “Con la entrada (N, w), donde N es un NFA y w una cadena:

1. Convertir N en un DFA equivalente D, con la construccion de subconjuntos.
2. Correr M con la entrada (D, w). Si M acepta, aceptar. Si rechaza, rechazar.

= Termina: a lo sumo 2/% subconjuntos, y M decide. Correcta: L(D) = L(N), semana 2.
= Una maquina puede llamar a otra, si la otra termina.
® Las demostraciones por construccion de antes ahora son pasos de un algoritmo.
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SECCION 03

:Vacio? ;Equivalentes?




Epra: un intento que no decide

Eppa = {(A):AesunDFAYL(A) =0}

Probar cadenas

“Con la entrada (A): para cada cadena w de *, de las mas cortas a las mas
largas, simular A con w. Si A acepta, rechazar.”

encuentra una cadenay rechaza. Bien.

m SiL(A) # 0
= (): sigue probando para siempre. Nunca acepta.

= SiL(A)
La salida

No mirar las cadenas, que son infinitas. Mirar el autdomata, que es finito: ;hay un
camino del estado inicial a uno de aceptacion?
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Epra es decidible: marcar lo alcanzable

T = “Con la entrada (A), donde A es un DFA:

1. Marcar el estado inicial.

2. Repetir hasta no marcar nada nuevo: marcar
todo estado al que llega una transicion
desde uno marcado.

3. Si ninglin estado de aceptacion quedo
marcado, aceptar. Si no, rechazar.

= Termina: cada vuelta marca algo o es la
altima. A lo sumo |Q| vueltas. Marcados: a, b. F = {d} y aun asi L(A) = 0.
= Correcta: marcado <= alcanzable.
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Epra: la demostracion y el programa

Marcado <= alcanzable

® =:induccion sobre el orden de las marcas. Si r = §(q,a) y g = §*(qo, X), entonces
r = 6*(qo, xa).

= <:induccion sobre |w|. Si 6*(qo,X) esta marcado y su destino con a no, el ciclo no
habria terminado.

= [(A) # ) < algln estado de F es alcanzable.

P
Error comun
$ ../build/e_dfa unreachable_accept.dfa

A = unreachable_accept.dfa, 4 estados, F = {d}
ronda ©: se marca a
ronda 1: se marca b
marcados: 2 de 4

L(A) = 0 no quiere decir
F=0.

ninglin estado de aceptacion esta marcado: L(A) = @, (A) € E_DFA
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EQppa: convertir la pregunta en otra

EQpra = {(A,B) :AyBsonDFAy L(A) =L(B)}

No sirve comparar diagramas ni probar cadenas.

L(A) AL(B) = (L(A) N L(B)) U (L(A) N L(B))
L(A)=L(B) siysolosi L(A)AL(B)=0.

® Y “;es vacio?” ya lo sabemos decidir, si hay un
DFA para ese lenguaje.

Lo hay: los regulares son cerrados bajo
complemento, interseccion y union (semana 1).

La diferencia simétrica: las cadenas
que estan en exactamente uno.
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El automata de la diferencia simétrica

EL DFA C, con la construccion del producto

Estados: los pares (p,q). Inicial: (ga,gg). dc((p,q),a) = (a(p, a),ds(q,a))
Fc = {(p,q) : exactamenteuno de p € Fa, g € Fz }

= Lema del producto (semana 1): 6;((p, q), w) = (5;(p, w), 55(q, w)).
= Caceptaw <= exactamente uno de A, Baceptaw: L(C)=L(A)AL(B).

F =“Con la entrada (A, B), donde Ay B son DFA:

1. Construir C.
2. Correr T con la entrada (C). Si T acepta, aceptar. Si rechaza, rechazar.

Termina: C tiene |Q4| - |Qg| estados y T decide. Correcta: L(C) = 0 < L(A) = L(B).
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Dos automatas para “termina en 01”

1 0 m A: 3 estados, el de la semana 1.
] m B:7 estados. Recuerda los dos dltimos
0 simbolos: e, s, $1, Soo, So1, S10, S11-
=
m 3.7 =21pares, 6 +2 = 8 de aceptacion,

ninguno alcanzable.

$ ../build/eq_dfa ends_ei.dfa ends_ei_history.dfa --producto
A ends_o1.dfa, 3 estados

B = ends_o1_history.dfa, 7 estados

C, el producto completo: 21 estados, 8 de aceptacion, 7 alcanzables
L(c) =0

equivalentes: L(A) = L(B), (A, B) € EQ_DFA
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Un automata equivocado

1 0
[ N N J
> 0 1 $ ../build/eq_dfa ends_oi.dfa ends_ei_wrong.dfa --pares

A = ends_o1.dfa, 3 estados

B = ends_e1_wrong.dfa, 3 estados

pares visitados: 5 de 9
(qe,qo0)
(CERED)

0,1 (92,92)
(q1,q0)
B: desde g5, con 0, vuelve a go y olvida ese 0. (92,q0) <- uno acepta y el otro no

distintos: (A, B) ¢ EQ_DFA

Con las 15 cadenas de longitud < 3,Ay B
responden igual.
La Gltima linea de la salida: una cadena mas corta que los separa: 0101 (4 simbolos); A la acepta y
B la rechaza
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Sin construir el producto

® F construye |Qal - |Qg| paresy T

visita pocos. Con 50 000 estados XX
cada uno: 2500 000 000.
L. $ ../build/eq_dfa ends_oi.dfa ends_e1_history.dfa --pares
® |as transiciones de C se calculan A = ends_o1.dfa, 3 estados
B = ends_o1_history.dfa, 7 estados
en el momento' pares visitados: 7 de 21
(qo,e)

. (q1,50)

Busqueda en anchura sobre los (qo,s1)

(q1,s00)

(g2,501)

Desde (qa, gs). Si en el par que sale (o)

de la cola exactamente uno acepta: equivalentes: L(A) = L(B), (A, B) € EQ_DFA
distintos. Si no, encolar sus
sucesores nuevos. Cola vacia:

equivalentes.

pares

Cada estado de B aparece con un solo estado de A: el que significa lo mismo. Es el laboratorio.
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La busqueda, par por par

A = ends_01.dfa B = ends_01_wrong.dfa

0, 1

-, -
1

0

el error: desde gy, con 0, vuelve a qo

Los pares (estado de A, estado de B), en el orden en que salen de la cola

l A acepta, B no

cola: vacia marcados: 5 de 9

Sale (g, qo) de la cola: A acepta y B no. La bisqueda termina: distintos.
Las flechas que llevaron hasta ese par dan la cadena 0101, una de las mas cortas que los separan.
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La cadena que separa

= Es de las mas cortas. La bisqueda en anchura saca los pares por distancia creciente,
y la distancia de un par es la longitud de la cadena mas corta que llega a él.

= Nunca es muy larga. Si Ay B son distintos, alguna cadena de longitud menor que
|Qal - |Qs| los separa.

- Una cadena minima w de L(C) pasa por |w| + 1 pares.
- Si se repitiera un par, se quita el tramo entre las dos visitas: una mas corta.

= Eso da un tercer algoritmo: probar todas las cadenas hasta esa longitud. Termina, y
es exponencial.

Idea clave

Una pregunta sobre dos autdmatas se convirtio en una pregunta, ya resuelta,
sobre uno. Convertir un problema en otro es la técnica de la semana 10.
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SECCION 04

Gramaticas




Acrc: cuando dejar de buscar

Acre = { (G,w) : G es una gramatica que genera w }

Probar derivaciones

“Con la entrada (G, w): listar las derivaciones de G, primero las de 1 paso,
después las de 2, y asi. Si alguna termina en w, aceptar.”

® Sj G genera w: la encuentra.

® Si no: con una regla como S — SS hay derivaciones de cualquier longitud. No
termina.

® Falta una cota para los pasos de una derivacion de w. La da la forma normal de
Chomsky: solo reglasA — BCyA — a(y S — ¢), y ning(in paso se da sin avanzar.
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Exactamente 2n — 1 pasos

Lema

Si G esta en forma normal de Chomsky y |w| = n > 1, toda derivacion de w tiene
exactamente 2n — 1 pasos.

® Un paso con A — BC alarga la cadena en 1. De longitud 1 a longitud n: n — 1 pasos.
= Un paso con A — a pone un terminal. Hay n terminales: n pasos.
= Total: (n—1)+n=2n-1.

So = AT = aT = aSB = aABB = aaBB = aabB = aabb

n = 4:7 pasos, 3 con una regla A — BCy 4 con una regla A — a. Gramatica:
machines/anbn_chomsky.cfg.
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Acrc es decidible

S =“Con la entrada (G, w), donde G es una gramatica y w una cadena:

1. Convertir G a forma normal de Chomsky.
2. Listar todas las derivaciones de 2n — 1 pasos, con n = |w|. Si n = 0, las de 1 paso.
3. Si alguna genera w, aceptar. Si ninguna, rechazar.”

../build/a_cfg anbn_chomsky.cfg aabb abab '’

anbn_chomsky.cfg, 8 reglas, en forma normal de Chomsky: si

aabb: n = 4, derivaciones de 7 pasos; G la genera, (G, w) € A_CFG
abab: n = 4, derivaciones de 7 pasos; G no la genera, (G, w) ¢ A_CFG
: n =0, derivaciones de 1 paso; G la genera, (G, w) € A_CFG

Termina, pero es exponencial en n. CYK (semana 5) decide lo mismo con una tabla finita, en
tiempo del orden de n® - |G|.
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Ecrq: marcar desde abajo

® En un DFA se marca desde el

R = “Con la entrada (G), donde G es una inicio hacia a‘delante.
gramatica: ® En una gramatica, desde los

terminales hacia arriba.
®A— e R=0,se marca
enseguida.

1. Marcar todos los terminales.

2. Repetir hasta no marcar nada nuevo: marcar
toda variable A con unaregla A — U; - -- Uy
cuyos simbolos estén todos marcados.

3. Si la variable inicial no quedo marcada,
aceptar. Si no, rechazar.”

= Termina: cada vuelta marca una variable o es la dltima. A lo sumo |V| vueltas Gtiles.
= Correcta: A queda marcada <= A =* x para alguna cadena x de terminales.
- =:induccion sobre el orden de las marcas. <«: induccion sobre los pasos de la
derivacion.
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Una gramatica que no genera nada

S—ASB|CA
A—alaA oo
B—b

$ ../build/e_cfg no_base_case.cfg
G = no_base_case.cfg, 4 variables, 7 reglas, inicial S
C—Cb|Sa ; '

ronda 1: se marca A por A - a; se marca B por B - b;

. . ronda 2: no se marca nada, termina
Una recursion sin caso base: S marcadas: 2 de 4

. S a da: L(G) = 0, (G) € E_CFG
necesitaaSoaC,yCacCoas. no estd marcada: L(G) = B, (6) € E_

® Desde S “se llega” a las cuatro variables. No dice nada.
= |mporta si alguna derivacion termina.
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Por qué EQ . no sale igual
EQcre = {(G,H) : Gy H son gramaticasy L(G) = L(H) }

= El plan de EQpp,: Una gramatica para L(G) A L(H), y después Ecpg.
= Falla en el primer paso: los lenguajes libres de contexto no son cerrados bajo
complemento ni bajo interseccion (semana 6).

® [(G) A L(H) puede no tener ninguna gramatica.

Qué se concluye y qué no

Que una demostracion no se pueda copiar no demuestra que el problema sea
indecidible. En este caso si lo es, y se demuestra en la semana 10.
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Todo lenguaje libre de contexto es decidible

( reconocibles

Mg = “Con la entrada w: decidibles

1. Correr S con la entrada (G, w). libres de contexto

2. Si S acepta, aceptar. Si rechaza, regulares

rechazar.” terminaeno1| 2" a"b"c” ATm

G esta fija, dentro de la maquina. S sirve \ J
para todas las gramaticas; hay una Mg por
cada una.

® Las tres inclusiones son estrictas. La Gltima fila falta: es la sesion B.

Teoria de la Computacion Lo decidible y lo indecidible Gramaticas 24/ 49



Error comin: “decidir” simulando algo que podria no dete-
nerse

= Todas las maquinas de hoy tienen pasos como “simular B con w” o “correr T con {C)".

= Son legitimos porque lo simulado siempre termina: un DFA da un paso por simbolo;
T decide.

= “Simular la maquina de Turing M con w” no tiene esa garantia.

Antes de escribir “simular” o “correr”

;Quién me asegura que esto se detiene?

Para la sesion B: copien la maquina M de Apra cambiando “DFA” por “maquina de Turing”. ;Qué
parte de la demostracion deja de valer?
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SECCION 05

La maquinauniversal




La misma pregunta, un modelo mas arriba

Ay = { (M, w) : M es una maquina de Turing que acepta w }

U = “Con la entrada (M, w), donde M es una maquina de Turing y w una cadena:

1. Simular M con la entrada w.
2. Si M entra en su estado de aceptacion, aceptar. Si entra en el de rechazo, rechazar.”

m ;Existe U? Si: simular es mantener una configuracion y aplicar §, que viene escrita
en (M).

= Es una sola maquina que hace el trabajo de todas: la maquina universal (universal
Turing machine).

= Turing, 1936.
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Un intérprete es una maquina universal

cinta 1: (M), no cambia {states: qo g1 ... delta: g @ -> g1 X R ... }
cinta 2: la cinta de M { XXYa1_ _ _ ... } control de U
cinta 3: el estado de M { q1 }

= Cada paso de M: buscar en la cinta 1 la transicion para (estado, simbolo) y aplicarla.
Tres cintas se simulan con una (semana 7).

= Elintérprete de Python, el que construyeron en Introduccion a la Programacion, un
emulador, el procesador de su laptop: un programa fijo que recibe programas.

® universal.cpp es U en C++: recibe un archivo .tmy una cadena.
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La maquina es un argumento mas

$ ../build/universal zeros_ones.tm @011 --traza
(M) = zeros_ones.tm: 6 estados, 11 transiciones, 296 caracteres
w = 0011
qo 0011
X q1 011
Xo q1 11
X q2 oY1
g2 XeY1
X qo oY1
XX g1 Y1
XXY q1 1
XX g2 YY
X q2 XYY
XX qo YY
XXY q3 Y
XXYY q3 _
XXYY_ q_accept _
M acepta w después de 13 pasos
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(M) es una cadena de 296
caracteres.

Cada linea es una
configuracion ugv.

El programa no sabe nada de
{0"1"}: la maquina llego
como dato.

Con ee10, la misma maquina
rechaza después de 9 pasos.
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Aty es reconocible

Teorema
U reconoce Aty

= Si M acepta w: lo hace en una cantidad finita t de pasos. U llega al paso t y acepta.
= Si M rechaza w: U lo ve y rechaza.

® Si M no se detiene con w: la simulacion tampoco. U no se detiene; en particular, no
acepta.

Reconocible, no decidible

U acepta (M, w) siy solo si M acepta w. Pero hay entradas con las que U no se
detiene.
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U termina de tres maneras

4 )

U, la maquina universal M acepta w
_ U acepta

cinta 1 [ (M): la tabla 6, no cambia ]

. : M rechaza w
(M, W) > cinta 2 [ la cinta de M ]

una maquina cinta 3 [ el estado de M ]
y una cadena

Repite un paso de M: buscaen lacintalla |-==-—ceeeeeaaan > U no se detiene
transicion del estado y el simbolo, y la aplica. |
. /

Si M acepta o rechaza, lo hace después de una cantidad finita de pasos: U lo ve y responde lo mismo.

Si M no se detiene, la simulacién tampoco. U acepta exactamente Ayy: lo reconoce, y no lo decide.
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Por qué simular no decide

Dos maquinas para “contiene un 1",
Cada .una tiene un solo estado de PPN
trabajo, scan:

‘ lee 0 lee 1 lee LI $; \../build/universal search_one.tm oo 8 Tftraza
(M) = searchfone.tm: 3 estados, 3 transiciones, 171 caracteres
has_one scan, R acepta rechaza W = 000
search_one | scan,R  acepta  scan,R scan 000
© scan 00
o . 00 scan @
® Reconocen el mismo lenguaje. 000 scan _
. . 000_ scan _
® La primera lo decide. La o00__ scan _
segunda, sin un 1, sigue por oo s -

los blancos para siempre.

M no se detuvo en 8 pasos

EL 8 es un limite de pasos.
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Dos arreglos que no funcionan

1. Subir el limite
00

$ ../build/universal search_one.tm 000 1000000
(M) = search_one.tm: 3 estados, 3 transiciones, 171 caracteres
W = 000
M no se detuvo en 1000000 pasos
../build/universal zeros_ones.tm 0011 5
M) = zeros_ones.tm: 6 estados, 11 transiciones, 296 caracteres
= 0011
no se detuvo en 5 pasos

$
w
M

La misma respuesta para una que no paray para una que
acepta en 13 pasos. “No se detuvo en N pasos” habla de
M, de wyde N.

Teoria de la Computacion Lo decidible y lo indecidible

2. Detectar que se repite

= Sj una configuracion se
repite, no se detiene. Cierto.

= Pero puede no detenerse sin
repetir ninguna: el cabezal
de search_one.tm esta cada
vez en otra celda.
Probar ideas no descarta todas las

ideas. Hace falta demostrar una
imposibilidad.
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SECCION 06

Ladiagonal de Cantor




Conjuntos numerables

Numerable (countable)

Finito, o en correspondencia uno a uno con 1,2,3,...
Es decir: sus elementos se pueden poner en una lista en la que cada uno aparece
en alguna posicion finita.

® |os pares: 2,4,6,... Losenteros:0,1,-1,2,—-2,...

Los pares (i,j) de naturales: por diagonales, primero los que suman 2, después los
que suman 3...

® y*: primero las cadenas mas cortas. Es la lista de la semana 1.
= Un subconjunto de un numerable es numerable: se tachan los que no estan.

Repaso de Matematica Discreta, en una pagina de los apuntes.

Teoria de la Computacion Lo decidible y lo indecidible La diagonal de Cantor 33/ 49



La diagonal de Cantor: los reales no son numerables

n=0, 1 4 1 5 9
rn=0, 5 0 0 0 0
rr=0, 3 3 3 3 3
=0, 7 1 8 2 8
=0, 0 4 4 4 &
X=0, & & & &4 5

Teoria de la Computacion Lo decidible y lo indecidible

Una lista de ejemplo.

Supongamos una lista con todos los reales
entreOy1.

m El decimal n de x es distinto del decimal n
de ry: un 5 siaquel es 4,y un 4 si no.

® X # r, para todo n: difieren en el decimal n.
® x no esta en la lista. Contradiccion.

El método

Una lista, una tabla, y un objeto nuevo
que en la posicion n hace lo contrario de
la casilla (n, n).
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Hay mas lenguajes que maquinas

= Las maquinas de Turing son numerables. Cada una es una cadena (M). De la lista de
todas las cadenas se tachan las que no describen una maquina: queda
M'IaMZaM:’M s

= Los lenguajes no. Dada una lista L, L,, ... y las cadenas s1,5;, .. .:
D={s;:s;¢L;} difieredelL;ens;.

= Cada maquina reconoce un lenguaje. Los reconocibles son L(M),L(M,), .. .:
numerables.

Corolario
Existen lenguajes que ninguna maquina de Turing reconoce. De hecho, casi todos.

El mismo defecto que en la semana 1: no dice cual. D no se parece a nada til.
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SECCION 07

A esindecidible




El teorema

Teorema

A1)\ es indecidible: ninguna maquina de Turing, con toda entrada (M, w), se
detiene y responde correctamente si M acepta w.

Por contradiccion. Supongamos que una maquina H decide Ary:

) = acepta siMaceptaw
| rechaza siM no aceptaw

= “No acepta” incluye dos casos: M rechaza w, o M no se detiene con w.
= La diferencia con U: H siempre se detiene, también cuando M no.
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La maquina D

D = “Con la entrada (M), donde M es una maquina de Turing:

1. Correr H con la entrada (M, (M)).
2. Si H acepta, rechazar. Si H rechaza, aceptar.”

= D le pregunta a H qué hace M con su propia descripcion, y hace lo contrario.

= Aqui se usa que H siempre se detiene: el paso 1termina, asi que D siempre llega al
paso 2y responde.

D((M)) = {acepta si M no acepta (M)

rechaza si M acepta (M)
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D con la entrada (D)

D es una maquina de Turing: tiene una descripcion (D), y es una entrada valida para D.

D((D)) = acepta si D no acepta (D)
| rechaza siD acepta (D)

= Si D acepta (D): H acepta (D, (D)), y por el paso 2, D rechaza (D). Imposible.
= Si D no acepta (D): H rechaza (D, (D)), y por el paso 2, D acepta (D). Imposible.

Contradiccion

D acepta (D) si y solo si D no acepta (D). El inico supuesto fue que H existe. H no
existe.
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La demostracion en un dibujo

D se detiene siempre, porque H se detiene siempre

H acepta
()

(M) Arma —»‘ H invierte

;M acepta (M)?

(m, (m))
la descripcion P
de una maquina H rechaza

;Qué hace D con la entrada (D)? Es el mismo diagrama con M = D.

L H acepta (D, (D)) J [ ..D rechaza (D) ]

~

porque H decide Apy por el paso 2 de D

[ Si D acepta (D)...

porque H decide Ary por el paso 2 de D

( S D no acepta (D)... ) [ H rechaza (D, (D)) W [ ..D acepta (D) ]

En los dos casos se llega a lo contrario de lo supuesto. Lo iinico supuesto fue que H existe: H no existe.
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Donde esta la diagonal

maquina

M,

M,

M,

M,

D=Mk

entrada valores inventados
(m,) (M) (M3) (M) w (M) =(D)
=
acepta rechaza acepta rechaza
\ N
~
acepta acepta acepta acepta
J
rechaza rechaza rechaza rechaza
acepta acepta rechaza rechaza
E # # E]
{ N
[ rechaza ][ rechaza ][ acepta ][ acepta J imposible
\ J

Pero D es una maquina de Turing, y la lista las tiene a todas: D es My para algiin k.

En la casilla (k, k), D con la entrada (D), la fila tendria que ser distinta de si misma.
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AT es indecidible
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El paso que usa “H siempre se detiene”

Pongamos en lugar de H la maquina universal U, que si existe:

D’ = “Con la entrada (M):

1. Correr U con la entrada (M, (M)).
2. Si U acepta, rechazar. Si U rechaza, aceptar.”

® D’ con (D'): U simula a D’ con (D), que empieza simulando a D’ con (D’)... No se
detiene.

® Y no hay contradiccion: D’ no acepta (D’), y U efectivamente no acepta (D', (D’)).

= |a contradiccion nace solo cuando el paso 1 esta obligado a terminar con una
respuesta. Eso prometia H, y U no.
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Lo que la demostracion es, y lo que no

= Darle a una maquina su propia descripcion es legal. (M) es una cadena como
cualquier otra. Un compilador de C++ escrito en C++ se compila a si mismo.

= No depende de detalles. Vale para cualquier H, y por Church-Turing para cualquier
lenguaje de programacion.

= No es una paradoja. La contradiccion depende de un supuesto, y se concluye un
teorema: H no existe.

Error comiin
Leerlo como “todavia nadie encontro el algoritmo”. No es una pregunta abierta:

esta demostrado que no existe, como esta demostrado que v/2 no es una
fraccion.
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SECCION 08

Laparadaylono
reconocible




El problema de la parada

HALT Ty = { (M,w) : M se detiene con la entrada w }
Indecidible. Reduccion desde Ay hacia HALT 1y si R decidiera HALT 1y, esta
maquina decidiria Ays.
S =“Con la entrada (M, w):

1. Correr R con la entrada (M, w). Si R rechaza, rechazar.
2. Si R acepta, simular M con w hasta que se detenga.
3. Si M acepto, aceptar. Si M rechazo, rechazar.”

= El paso 2 es una simulacion con garantia: solo se llega si M se detiene.

m A U solo le faltaba saber si la simulacion termina: es el mismo fenémeno.
Reducciones: semana 10.
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Decidible = reconocible + correconocible

Teorema
L es decidible si y solo si L y su complemento L son reconocibles.

= —: un decididor reconoce; My
intercambiando aceptar y rechazar, D/ D/ []/ []/
decide L. M, m

® —: M, reconoce L y M, reconoce L. Se acepta
corren alternando un paso de cada una. Si M, acepta, aceptar.

= Toda w esta en L o en L: alguna de las dos Si M, acepta, rechazar.
acepta, en finitos pasos.

= Correr M, hasta que termine y después M,
no sirve: M, puede no detenerse.
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Un lenguaje que no es reconocible

"

../build/alternate search_one.tm search_end.tm 0001 000
0001: M1 acepta después de 4 rondas; se acepta
000: M2 acepta después de 4 rondas; se rechaza

M2 acepta después de 1 ronda; se rechaza

M1 acepta después de 1 ronda; se acepta

1

Dos maquinas que reconocen sin decidir: “contiene un 1"y su complemento. Alternadas, deciden.

Corolario
Atm no es reconocible: Aty lo es, y si Aty también lo fuera, Ay seria decidible.

Que M acepta w se puede confirmar mostrando la ejecucion, que es finita. Que no la acepta
porque no se detiene no tiene ninguna confirmacion finita.
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El mapa, completo

todos los lenguajes

reconocibles correconocibles

decidibles .

A lares, libres d A
regulares, libres de co ntexto, -
HALT 11 8 AT,

Apra, EQppa, Acra; ---

ni reconocibles ni correconocibles: casi todos (semana 10: EQ )

® Los decidibles son exactamente la zona donde los dos conjuntos se cruzan: es lo
que dice el teorema.
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Que significa en la practica
No existe un programa que reciba cualquier programa, con su entrada, y diga siempre
correctamente si termina.

= Sise puede: analizar un programa concreto; restringir la clase (para los DFA todo es
decidible).

= Sise puede: responder “termina”, “no termina” o “no sé”; avisar de mas; poner un
limite.

= E| juez no decide si su programa termina: decide si termina en 2 segundos.

Error comun

“No se puede saber nada de ningiin programa.” Indecidible quiere decir que
ningln algoritmo acierta en todos los casos.

“Mi detector de ciclos acerto con mil programas”: puede ser. El teorema garantiza que hay uno
con el que falla, y D dice como construirlo.
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Laboratorio: ;son equivalentes dos DFA?

1. Leer dos DFA, separados por una linea ---,y
responder equivalentes 0 distintos.

2. Sison distintos, imprimir una cadena de longitud
minima que uno acepta y el otro no (eps si es la vacia).

3. Recorrer solo los pares alcanzables, en anchura.

4, Pasar los casos grandes: 50 000 estados cada uno,
2500000000 de pares, 50000 alcanzables.

5. Comparar el DFA de la semana 2 para “el sexto desde
el final es 1” con su version minima de la semana 4.

Donde: code/week-09/1ab/dfa_equiv. Hay varias cadenas
correctas: el juez usa un verificador.
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distintos
0101

distintos
eps

equivalentes
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Para la proxima clase

® Leer los apuntes de la semana 9 y terminar el laboratorio.

® Escribir, sin mirar, la demostracion de que Ary; es indecidible. ;En qué paso se usa
que H siempre se detiene?

= Preguntas de repaso de la guia: un algoritmo para “el DFA acepta alguna cadena de
longitud par”; por qué el argumento de EQpgs NO sirve para EQqpq; qué
responderle al companero del detector de ciclos.

= Proxima semana: reducciones. Con Aty como punto de partida, una familia entera
de problemas indecidibles, el teorema de Rice y la deuda de EQ¢p¢-

Pregunta

;Es decidible si el lenguaje de una maquina de Turing es vacio? Intenten adaptar
la maquina T de Epga Y vean donde se rompe.
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