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SECCION 01

Fibonacciotravez




Lo que nos faltaba

Hasta ahora: una decision local, sin volver atras, y una demostracion de que no
estropea nada.

En la semana 4 dejamos un pendiente: clases con valor. Ni “termina antes” ni “mayor
valor” funcionan.

Haria falta decir: no sé si esta clase va, calculemos las dos posibilidades.

® Hecho sin cuidado: tiempo exponencial.
= Hecho con cuidado: programacion dinamica (dynamic programming).

Laidea

Una recursion que prueba todo suele repetir las mismas preguntas. Si hay pocas
preguntas distintas, se responde cada una una vez y se guarda.
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La recursion directa repite
F(n) = F(n —1) + F(n — 2). Las llamadas de fib(5):

Sin guardar nada: 15 llamadas Guardando cada respuesta: 9 llamadas

F(3) se calcula 2 veces, y F(2), 3 veces. De 2 en adelante, cada F(n) se calcula una vez.
Solo hay 6 preguntas distintas. Las repetidas leen la respuesta y no bajan.

Analisis y Diseiio de Algoritmos Programacion dinamica Fibonacci otravez ~ 3/50



Pocas preguntas, muchas repeticiones

$ build/fib_calls fib(10): cuantas veces se calcula
n F(n) sin memoizar memoizando FEOT 34
B 8
5 5 15 9 8 8

F(2): 34
10 55 177 19 F(3): 21

20 6765 21891 39 F(4): 13
832040 2692537 59

102334155 331160281 79 F(9): 1
F(10): 1

= Sin memoizar: 2F(n + 1) — 1 llamadas. Memoizando: 2n — 1.
® fib(10) hace 177 llamadas, y solo hay 11 preguntas distintas.
= E| tiempo exponencial viene de olvidar, no de que el problema sea dificil.
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De la memoizacion a la tabla

algoritmo fib_memo(n, memo)
si n < 2 entonces
devolver n
fin si

algoritmo fib_tabla(n)
tabla < arreglo de n + 2 ceros
tabla[1] « 1
para k desde 2 hasta n hacer
tabla[k] <« tabla[k - 1]
+ tablal[k - 2]

si memo[n] no tiene valor entonces
memo[n] < fib_memo(n - 1, memo)
+ fib_memo(n - 2, memo) fin para
devolver tabla[n]
fin algoritmo

fin si
devolver memo[n]
fin algoritmo

= F(n) solo necesita indices menores: se puede llenar en orden, sin recursion.
® Cada casilla lee las dos anteriores: bastan dos variables.

La tabla es el resultado, no la idea: sin una frase que diga qué significa cada casilla, es
un acertijo.
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SECCION 02

Elmetodo




El método, en cuatro pasos

1. Definir el subproblema, en una frase. Qué significa cada casilla, y cual es la
respuesta. (subproblem)

2. Escribir la recurrencia. Una sola decision: ;qué pasa con el Gltimo elemento? Con
casos base.

3. Elegir un orden. Toda casilla que se lee ya esta calculada. Con eso, el programay su
costo.

4. Reconstruir. La tabla da el valor. La solucion sale caminando hacia atras.

Y siempre se demuestra: una recurrencia afirma que una frase coincide con una

formula. Va por induccion, en el orden de la tabla.

Subestructura éptima (optimal substructure)

Una solucion optima se compone de soluciones 6ptimas de sus subproblemas.
No se supone: sale de cada demostracion.
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SECCION 03

Intervalos con pesos




Clases con valor: el greedy deja de servir

Cada clase es [s,f) y tiene un valor v > 0. Se busca el maximo valor total sin cruces.

Una clase valiosa en medio: Una clase larga que estorba:
clases: [0,2)v1 [1,6)vie [5,7)vi clases: [0,10)v5 [0,3)v4 [3,6)vs [6,10)vs
optimo por fuerza bruta: 1e 6ptimo por fuerza bruta: 12
termina antes (semana 4): 2 termina antes (semana 4): 12
mayor valor primero: 10 mayor valor primero: 5

Donde se rompe la demostracion de la semana 4

El intercambio conserva el numero de clases, no el valor: g; puede ser barata y x;
muy cara.
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Paso 1: el subproblema

Se ordenan las clases por hora de fin: c[0], c[1],...,c[n —1].
Subproblema
T[j] es el maximo valor usando solo las primeras j clases del orden,
c[0],....c[j — 1]. La respuesta es T[n].

Miremos la Gltima clase disponible, c[j — 1]:
= Si no esta: lo mejor es T[j — 1].
m Si esta: vale v(c[j — 1]), y el resto tiene que ser compatible con ella.

p()
Cuantas clases del orden tienen hora de fin menor o igual que el inicio de c[j — 1].
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Lema: las compatibles son un prefijo

Lema. Las compatibles con ¢ = c[j — 1] entre las primeras j — 1 son exactamente
c[0],....c[pG) =1l y P() <Jj—1.

Sea x con indice menor que j — 1. Por el orden, f(x) < f(c). Son compatibles si:
= f(c) < s(x). Imposible: f(c) < s(x) < f(x) < f(c).
= f(x) < s(c). Es la Gnica forma.

= Forman un prefijo: si una clase termina antes de s(c), también las anteriores. Son
P()-

= No llega hasta c: con indice j — 1 0 mayor, f > f(c) > s(c). Luego p(j) <j— 1.1
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Paso 2: la recurrencia, demostrada

T[0] =0,  T[j]=max(T[j—1]. v(c[j —1])+Tp()l)
Técnica. Induccion sobre j. OPT(j) es lo que dice la frase. Se supone T[i] = OPT(i) para
i<j.
= Base. Sin clases, solo la solucion vacia: 0.
= (<) Sea S 6ptima para j. Si no usa c: vale a lo sumo T[j —1].

® Si usa c: el resto es compatible y anterior. Por el lema esta en las primeras p(j),y S
vale a lo sumo v(c) + T[p(j)]-

= (>) Una solucion de j — 1 también lo es de j.

= Una optima de las primeras p(j), mas c, es valida por el lema. Como p(j) <j—1,cno
estaba. H
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Paso 3: el orden y el costo

T[j] lee T[j — 1]y T[p(j)], con
XX pU) <j-1.

R Ordenar: O(nlogn).
algoritmo intervalos_con_pesos(clases, n) .
ordenar clases por hora de fin n bUSC]UEdaSZ O(n |Og n).

para j desde 1 hasta n hacer Tabla: @(n)

p[j] « clases con fin < clases[j - 1].inicio,
tin para con blsqueda binaria Total: O(n |Og n), conn—+1
Tlo] + o subproblemas frente a 2"

para jldesde 1 hastla n hacer subconjuntos.
T[3] < max(T[j - 11,

clases[j - 1].valor + T[p[jll)

fin para
devolver T[n]
fin algoritmo
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Un ejemplo: las clases sobre el tiempo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
T

“Termina antes” da 8. “Mayor valor primero” da 8. El 6ptimo es 9, y usa dos clases que
se tocan en el borde: [0,3) y [3,7).
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p(j) es un prefijo del orden por fin

j=3:c[2]=[3,7), que empiezaens =3
© 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
1
1

clo] 1 p)-=1

]

]
c[4] ;
CU

fnes (3 s 7 J(» J2e](21]
0 1 2 3 4 5
upper_bound(3) cae en la posicioén 1

Las clases con fin < s son las primeras del orden por fin:
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j=5: c[4]=[7,10), que empiezaens =7
© 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

clo)

cl2]
3]

cl4] [7,10)
c[5] E

wes (S0 30 1
0 1 2 3 4 5

upper_bound(7) cae en la posicidn 3

un prefijo. El borde cuenta: un fin igual a s es compatible.

Intervalos con pesos
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La tabla, fila por fila

j clase valor p(j) sinella conella TJ[j
0 - - - - - 0
1 10,3) 2 0 0 2 2
2 [1,5) 4 0 2 4 4
3 [3,7) 4 1 4 6 6
4 [4,9) 6 1 6 8 8
5 [7,10) 2 3 8 8 8
6 [8,11) 3 3 8 9 9

[3,7) empieza en 3,y [0,3) termina en 3: compatible. p(3) = 1. Un empate: tomarla da
2+ T[3] = 8,y no tomarla da T[4] = 8. Hacia atras: si T[j] = T[j — 1], se baja aj — 1. Si no,
se toma la clase y se salta a p(j).
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Paso 4: reconstruir, y un error de borde

Hacia atras:

T[6] = 9 > T[5] = 8: se toma [8,11), j = p(6) = 3
T[3] = 6 > T[2] = 4: se toma [3,7), j = p(3) = 1
T[1] = 2 > T[e] = o: se toma [0,3), j = p(1) = ®
Elegidas: [e,3) [3,7) [8,11), valor 9

Si el borde contara como cruce (lower_bound en vez de upper_bound):
p: ©0 0 123
valor: 8 en vez de 9

Error comun: lower_bound

lower_bound no cuenta los fines iguales a s: es tratar los intervalos como
cerrados. El programa no falla: da otra respuesta.
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SECCION 04

Mochila0/1




Mochila 0/1 (knapsack)

n objetos con peso entero w > 1y valor v > 0, y capacidad entera W. Maximo valor con
peso a lo sumo W. Cada objeto se toma una vez o ninguna.
eo0o

$ build/knapsack_demo
Un objeto valioso que no deja sitio:

capacidad 10, objetos (peso, valor): (6, 30) (5, 20) (5, 20)
optimo por fuerza bruta: 40
mayor valor/peso: 30
mayor valor: 30
tabla: 40

(6, 30) tiene el mayor valor/peso y el mayor valor. Con él sobran 4 unidades, y esa
capacidad no vale nada. Hay que considerar las dos opciones para cada objeto.
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Un subproblema al que le falta informacion

Primer intento: “lo mejor con los primeros i objetos”. Si el siguiente cabe, se agrega.

capacidad 9, objetos (peso, valor): (2, 3) (3, &) (4, 5) (5, 8)

optimo por fuerza bruta: 13
mayor valor/peso: 11
sin capacidad en el subproblema: 12

= Con tres objetos, lo mejor pesa 9y vale 12. Ya no cabe (5, 8).
= Pero la 6ptima usa lo mejor con tres objetos dejando 5 libres: (4, 5).

Error comun

Definir un subproblema que no lleva lo necesario para decidir. La solucion es
agregar un parametro.

Analisis y Diseiio de Algoritmos Programacion dinamica Mochila 0/1  17/50



La recurrencia de la mochila

Subproblema
K(i, c): maximo valor con los primeros i objetos y capacidad c. Respuesta: K(n, W).

Ultimo objeto disponible, con peso w y valor v:

) K(i—1,¢) siw>c
K(0,c) =0, K(i,c) = . . .
max (K(i—1,¢), v+ K(i—1,c—w)) siw<c

Donde se usa que es 0/1

El segundo término lee la fila i — 1: el objeto no se puede volver a tomar.
Volveremos a esta linea.
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Demostracion, por induccion sobre i

OPT(i, c) es el maximo de un subconjunto de los primeros i objetos con peso a lo sumo
C.

= Base. Con 0 objetos, solo el vacio: vale 0y pesa 0 < c.
= (<) Sea S 6ptimo. Si no usa el objeto i — 1: vale a lo sumo OPT(i — 1, ¢).

® Silo usa: w < c. Sin él, queda un subconjunto de los anteriores con peso a lo sumo
¢ —w.Valealosumov+ OPT(i—1,¢c — w).

= (>) Un subconjunto de los primeros i — 1 lo es de los primeros i.

® Siw < c:auno de los primeros i — 1 con peso a lo sumo ¢ — w se le agrega el objeto,
que no estaba. Pesa alosumoc. &
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El programa

inline std::vector<std::vector<long long>> knapsack_table(const std::vector<Item>& items,
std::size_t capacity) {
const std::size_t n = items.size();
std::vector<std::vector<long long>> table(n + 1, std::vector<long long>(capacity + 1, 0));
for (std::size_t i = 1; i <= n; i++) {
const Item& item = items[i - 1];
for (std::size_t ¢ = @; c <= capacity; c++) {
table[i][c] = table[i - 1][c];
if (item.weight <= c) {
table[i][c] = std::max(table[il[c], item.value + table[i - 1][c - item.weight]);
}
}
}

return table;

(n + 1)(W + 1) casillas, cada una 0(1): ©(nW) en tiempo y en memoria.
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La tabla, y una casilla

e 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ninguno ®© 6 6 06 06 0 06 06 06 0
(2,3) © @ 3 3 3 3 3 3 3 3
(3, 4) © © 3 4 4 7 7 7 7 7
(4, 5) © 0 3 4 5 7 8 9 9 12
(5, 8 © © 3 4 5 8 8 11 12 13

Filas: el Gltimo objeto disponible. Columnas: la capacidad c. Capacidad 9. Ultima fila,

¢ = 9. Sin (5, 8): la casilla de arriba, 12. Con (5, 8): 8 mas la fila anteriorenc =9 — 5 = 4,
que es 5. Da 13,y se queda con 13. Hacia atras. T[4][9] = 13 # T[3][9] = 12: se toma (5, 8),
y se sigue en ¢ = 4. T[3][4] = 5 # T[2][4] = 4: se toma (4, 5), y se sigue en ¢ = 0. Lo
demas no hace falta. Valor 13. En la fila (4, 5), c = 4 vale 5y ¢ = 9 vale 12: son dos
respuestas para los mismos objetos. Por eso hace falta c.
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:Tabla o memoizacion?

Con memoizacion: valor 13, 14 estados calculados de 40 casillas con i >= 1

Tabla Memoizacion

Simple y con ciclos rapidos. Llena Calcula solo lo que la recursion
todas las casillas. Hay que elegir el visita. Paga la llamada y la

orden. blsqueda, y hasta n niveles de pila.

Son dos formas de hacer lo mismo, y en general no cambian el orden del peor caso.
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SECCION 05

Pseudopolinomial




¢O0(nW) es polinomial?
Polinomial: acotado por un polinomio en el tamaiio de la entrada, medido en bits.

= n cuenta objetos. Cada uno ocupa lugar en la entrada.

® |V es un valor. Se escribe con [log,(W + 1)] bits. 1000 000 ocupa 20 bits.

= Con W =2 — 1,y pesos y valores de hasta b bits, la entrada mide ©(nb) bits.
= La tabla tiene (n + 1) - 2 casillas: con n fijo, crece como 2°.

Pseudopolinomial (pseudo-polynomial)

Costo polinomial en los valores de los niimeros de la entrada, y no en la cantidad
de bits que los escriben. O(nW) es polinomial en ny en el valor de W, y no lo es
enny logW.
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Cada bit de W: cerca del doble

n = 200, pesos al azar entre 1 y W/2, menor de 3 intentos
bits de W w casillas n-w
18 131072 26214400
19 262144 52428800
20 524288 104857600
21 1048576 209715200
22 2097152 419430400
23 4194304 838860800
24 8388608 1677721600
25 16777216 3355443200

=3
=
7

x2.14  (Ooptimo 19892176)
X2.08 (optimo 16760028)
X2 .09 (6ptimo 19123141)
x1.99  (optimo 18208025)
x2.02 (6ptimo 18623276)
x2.01 (6ptimo 20579996)
x2.26  (6ptimo 18984173)
X2.17 (optimo 16422278)

.6
-9
-3
-3
A
A
-9
b

Con -02, una corrida en el contenedor, con la maquina compartida. Los tiempos
dependen de la maquina.

La entrada casi no crecio: 200 nimeros, con un bit mas cada uno. El tiempo, cerca del
doble en cada fila de este rango.
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De 10 bits a 40

= W puede multiplicarse por cerca de 23°, unos mil millones de veces. La tabla
también.
® Prolongando la dltima fila hasta 40 bits: unas 13 horas, y mas de 4 TB para una sola
fila. Es la cuenta, no una medicion.
Para no pasarse al otro extremo:
= No significa initil. Con W pequefo, O(nW) es excelente. Dinero en céntimos muchas
veces cabe. Los bytes de un disco grande, no.
= No es cuestion de un truco. Nadie conoce un algoritmo polinomial en ny log W.
Volvera en la semana 14.

Una pregunta por cada letra
;Cuenta cosas de la entrada, o es el valor de un niimero de la entrada?
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SECCION 06

Unasolafila




Ahorrar memoria

Con 1000 objetos y W = 108: unas 10° casillas de 8 bytes, 8 GB. Con una fila, 8 MB.

algoritmo mochila_una_fila(pesos, valores, n, W)
fila < arreglo de W + 1 ceros
para i desde o hasta n - 1 hacer
c <+ w
mientras c > pesos[i] hacer

filalc] « max(filalc],
valores[i] + filal[c - pesos[il])
c+c-1
fin mientras
fin para
devolver filal[w]
fin algoritmo
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Invariante

Antes de escribir c: las casillas
mayoresya sonde lafilai+1,y
las demas siguen siendo de la
fila i.

Comow>1,¢c—w<c:leelafila
anterior, y calcula
max(K(i, c), v+ K(i,c — w)).
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Las dos direcciones, paso a paso

Un objeto de peso 2 y valor 3, capacidad 6.

demayoramenor © o 3 3 3 3 3

demenoramayor © o 3 3 6 6 9

De mayor a menor: al escribir ¢, la casilla ¢ — 2 sigue en cero. El objeto se cuenta una
vez. De menor a mayor: al escribir ¢ = 4, la casilla 2 ya incluye el objeto. Se suma otra
vez: 6. Con ¢ = 6 da 9: el mismo objeto tres veces.
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Al reves, resuelve otro problema

tabla completa: 13

fila, mayor a menor: 13
fila, menor a mayor: 14
sin limite de copias: 14

= Calcula U(i, ¢) = max(U(i — 1,¢), v + U(i,c — w)): la mochila sin limite de copias.
Comprobado en 3000 instancias.
= El precio de una fila: ya no se puede caminar hacia atras.

Por qué es peligroso

Compila y da un nimero plausible. Si repetir objetos no conviene, hasta acierta.
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SECCION 07

Subsecuenma comun
mas larga




Subsecuencia y subcadena

Subcadena (substring) Subsecuencia (subsequence)

Un tramo contiguo. Se borran caracteres, sin cambiar el
orden de los que quedan.

a 1 8 o r i t m o
e I
1 o 8 a r i t m o

Subcadena comiin mas larga: ritmo, de largo 5. Subsecuencia comiin mas larga:
lgritmo, de largo 7. También loritmo: puede haber varias.

Error comun: confundirlas. En la subcadena, si los caracteres difieren, la casilla vale 0.
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El subproblema: dos prefijos

Subproblema

L(i,j): largo de la subsecuencia comin mas larga de a[0..i) y b[0..j). Respuesta:
L(n, m).

L(i.0) = L(0.j) = 0. L) = {L(i1,j1) +1 siafi —1] = b]j — 1]

max (L(i —1,j), L(i,j —1)) sia[i—1]# b[j —1]
Si coinciden, los empareja sin mirar alternativas. Eso suena a greedy. ;Por qué es

seguro?
Si difieren, dice que uno de los dos sobra. ;Por qué no sirven los dos?
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Lema de la altima posicion

Sea z una subsecuencia comin de a[0..i) y b[0..j), de largo k > 1, con posiciones
p1<---<pprenayqgs<---<qggenb.

Lema

Solo el Gltimo caracter de z puede usar la posicion i —1de a o la posicionj — 1de
b. Por ser crecientes las posiciones, los demas estan en a[0..i — 1) y b[0..j — 1).

Técnica para el teorema. Induccion sobre el orden de la tabla: fila por fila, y de
izquierda a derecha. Las casillas (i — 1,j — 1), (i — 1,j) e (i,j — 1) van antes de (i, ).

Base. Si un prefijo es vacio, la (nica subsecuencia comin es la vacia, de largo 0.
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Caso igual: emparejar es seguro

Aqui afi — 1] = b]j — 1] = x.
= (>) Se toma una LCS de a[0..i — 1) y b[0..j — 1), y se le agrega x al final. Las
posiciones i — 1y j — 1 estan después de todas las usadas.
® (<) Sea z comin de a[0..i) y b[0..j), no vacia. Se le quita el dltimo caracter.

= Por el lema, lo que queda es comin de a[0..i — 1) y b[0..j — 1). Luego
lzZ| <L(i—1,j—1)+1.

La respuesta a la duda

Nadie supera L(i — 1,j — 1) + 1,y emparejar lo alcanza. Aunque x aparezca muchas
veces y una optima lo empareje con otro, hay otra 6ptima del mismo largo que
empareja estos dos.
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Caso distinto: alguno sobra

ali — 1] # b[j — 1]. Las posiciones de la z de arriba terminan en p; y qy.

= (>) Una comin de los prefijos acortados también es comin de los originales.

m (<)pr=i—1yqr=j—1alavezesimposible: ese caracter seria a[i — 1] y b[j — 1],
que son distintos.

® Entoncesp, <i—10q,<j—1.
= Por el lema: z no usa afi — 1], o no usa b[j — 1].
® Es comin de a[0..i — 1) y b[0..j), o de a[0..i) y b[0..j — 1). A

Costo: (n + 1)(m + 1) casillas, cada una O(1). ©(nm). Aqui n y m cuentan caracteres de
la entrada: si es polinomial.
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La tabla de algoritmo y logaritmo

1 o 8 a r i t m o

© 6 06 6 6 6 06 0 0 0

a o © © 6 1 1 1 1 1 1
1T ¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g 0 1 1 2 2 2 2 2 2 2
o 06 1 2 2 2 2 2 2 2 3
r ¢ 1 2 2 2 3 3 3 3 3
i 06 1 2 2 2 3 4 4 4 4
t o 12 2 2 2 3 4 5 5 5
m o 1 2 2 2 3 4 5 6 6
o 06 1 2 2 2 3 4 5 6 7

La fila 0y la columna 0 son los prefijos vacios. Casilla (3, 3): g y g coinciden. La diagonal
mas uno: 1+ 1 = 2. Casilla (3, 4): g y a difieren. El maximo de arriba (1) y de la izquierda
(2). Hacia atras: o, m, t, i, r por la diagonal. En (4, 4), arriba y a la izquierda valen 2: un
empate. Subiendo: g en (3,3) y 1 en (2, 1). Sale lgritmo. Por la izquierda: o en (4,2) y 1
en (2, 1). Sale loritmo. Las dos son correctas.
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Reconstruir

algoritmo reconstruir_lcs(a, n, b, m, L)
salida <« lista vacia
i< n

j < m
mientras i > ey j > o hacer
si a[i - 1] = b[j - 1] entonces
agregar a[i - 1] a salida

i+ 1-1
j+— Jj-1
sino si L[i - 2][j] > L[il[j - 1] entonces
i+1-1
sino
J—3J-1
fin si
fin mientras
devolver salida invertida
fin algoritmo
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Cada paso va a una casilla que
explica el valor actual, y cada
coincidencia suma 1. Cuesta
O(n+ m).

Error comin
La casilla (i,j) termina en

ali— 1]y b[j—1],no ena[i]y
b[j]-
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SECCION 08

Distanciade edicion




Distancia de edicion (edit distance)

Definicion Alineamiento (alignment)
Operaciones de costo 1: insertar, Dos filas, con huecos, sin columnas
borrar y cambiar un caracter. La de dos huecos. Costo: las columnas
distancia es el minimo de en que las filas difieren.
operaciones para convertir a en b. casa-

C 0SS as

casa — cosa — cosas: 2 operaciones. ;Se puede con menos?

La definicion permite rarezas: insertar y luego borrar, cambiar lo mismo tres veces,
pasar por cadenas mas largas. No deberian ayudar, y hay que demostrarlo.
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Lema: operaciones y alineamientos

Lema. La distancia de edicion es igual al minimo costo de un alineamiento.

Distancia < costo. Se leen las columnas de izquierda a derecha, y cada columna
distinta es una operacion.

Costo < distancia. Si a se convierte en s con k operaciones, hay un alineamiento de ay
s de costo a lo sumo k. Por induccion sobre k; con k = 0, cada caracter con si mismo.

= Cambiar: cambia un caracter de la fila de abajo. Esa columna sube a lo sumo 1.
= [nsertar: una columna nueva con hueco arriba. Sube 1.

= Borrar: queda un hueco abajo. Si arriba hay caracter, sube a lo sumo 1.

® Sj arriba habia un hueco, la columna desaparece, y el costo baja. B
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La recurrencia: la altima columna

Subproblema
D(i,j): distancia de edicion entre a[0..i) y b[0..j). Respuesta: D(n, m).

=
=
borrar insertar cambiar, o conservar

cond =0siali—1]=b[j—1],yd=1sino. La tabla tiene (n + 1) por (m + 1) casillas:
©(nm).
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Demostracion, por induccion sobre el orden de la tabla

Fila por filay de izquierda a derecha. Arriba, izquierda y diagonal van antes.

= Bases. Si b[0..0) esta vacia, hay un solo alineamiento: i columnas con hueco abajo,
costo i. Igual D(0, j).

= (>) Un alineamiento 6ptimo de a[0..i) y b[0..j) tiene Gltima columna, de una de las
tres formas.

= Al quitarla, queda un alineamiento de los prefijos acortados, y el costo bajaen 1,10
d. Lo que queda cuesta al menos su casilla.

= (<) Cada término se alcanza: a un alineamiento dptimo de los prefijos acortados se
le agrega esa columna. H

Comprobado sin alineamientos

Un BFS sobre cadenas, con una arista por operacion, es la definicion tal cual.
Coincide con la tabla en 400 pares de cadenas cortas sobre {a, b}.

Analisis y Disefio de Algoritmos Programacion dinamica Distancia de edicion  39/50



El programa

inline Table edit_table(const std::string& a, const std::string& b) {
Table dist(a.size() + 1, std::vector<int>(b.size() + 1, 0));
3 = 0; 1 <= a.size(); i++) dist[i][e] static_cast<int>(i)
iisize_t j = @; Jj <= b.size( j++) dist[e][j] static_cast<int>(j);
for (std::size_t i = 1; i <= a.size(); i++) {
for (std::size_t j = 1; j <= b.size(); j++) {

const int change = a[i - 1] == b[j - 1] ? @ : 1;
dist[i][j] = std::min({dist[i - 2][j] + 1,
dist[i][j - 1] + 1,
dist[i - 2][j - 1] + change});
}
}

return dist;
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casay cosas, casilla por casilla

cC 0O s a s

© 1 2 3 4 5

c 1 06 1 2 3 4
a 2 1 1 2 2 3
s 3 2 2 1 2 2
a 4 3 3 2 1 2

Fila 0: construir cada prefijo de cosas desde nada. Columna 0: borrar cada prefijo de
casa. (1,1): cy c coinciden. Arriba y a la izquierda dan 1+ 1, la diagonal da 0 + 0. Vale 0.
(2,2): ay o difieren. Arriba y a la izquierda dan 1+ 1, la diagonal da 0 + 1. Vale 1. (3, 3): s
y s coinciden. La diagonal da 1+ 0. Vale 1. (4, 5): a y s difieren. Arriba 2 + 1, izquierda
1+ 1, diagonal 2 + 1. Vale 2: la distancia.
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Reconstruir: una opcion que explique el valor

Desde la esquina (n,m), hasta (0, 0). En cada casilla se toma la primera opcion que
explique su valor:

Si Columna Sigue en
ali—1 =b[j—1]yD[i][jl =D[i —1][j — 1] conservar afi — 1] (i—1,j-1)
D[i][j] = D[i = 1][j — 1] +1 cambiara[i — 1] porb[j -1 (i—1,j—1)
DIi][j] = D[i — 1][j] + 1 borrar a[i — 1] (i—1,))
en otro caso insertar b[j — 1] (i,j—1)

La diagonal requiere i,j > 0,y borrar requiere i > 0. Hasta n + m pasos: O(n + m).

Por como se calculd la casilla, alguna opcion la explica. Si hay varias, cualquiera da un
alineamiento 6ptimo.
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Hacia atras: el recorrido da el alineamiento

La tabla, y el recorrido desde la esquina El alineamiento
s a s

EESENEN RN KD ) @ (-
Donnhn - 1ols
ERIES| - 1NN
01501530 [ st i
DENENEREN, -

Cada flecha es una columna, de la Gltima a la primera. Verde: cuesta 0. Granate: cuesta 1.

(o]

1]

%]

1]
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Lo que imprime el programa

$ build/edit_demo
casa -> cosas
sas
o} 3 4
1
2
3

a 433
Distancia:
Alineamiento:

casa-

cosas

* %
Operaciones:

cambiar a por o

insertar s
Con solo borrar e insertar: 3

3
2
P
1
2
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SECCION 09

Dondeseusa




Sin cambios: otra vez la LCS

Afirmacion. Solo con borrar e insertar, el minimo es n +m — 2L, con L el largo de la LCS.

= Un alineamiento sin columnas de cambio, con k columnas iguales. Esas columnas
son una subsecuencia comin: k < L.

= Lo demas se borra o seinserta: (n — k) + (m—kR)=n+m—2kR>n+m —2L.
® Y se alcanza: se alinea una LCS, y lo demas va con huecos. B

Con casay cosas: 4+5—2-3 =3, porque el cambio de a por o ahora cuesta 2.
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Donde se usa

= diff. La misma cuenta, tomando cada linea como un caracter. Las lineas que se
conservan son una subsecuencia comin. Las herramientas reales no siempre pagan
la tabla completa ni garantizan el minimo.

$ diff --help | grep minimal
-d, --minimal try hard to find a smaller set of changes

= Correctores ortograficos. Sugerir palabras a poca distancia es una base.
Intercambiar dos letras vecinas aqui cuesta 2, y por eso hay variantes.

= ADN. Se alinean secuencias con esta tabla, en su forma basica, y puntajes para
coincidencias, cambios y huecos en lugar de costos unitarios.

Analisis y Diseio de Algoritmos Programacion dinamica Donde se usa 46/ 50



SECCION 10

Demostrar
programacion

dinamica




La receta: induccion sobre el orden de la tabla

1. Qué significa la casilla, en palabras. Eso es OPT.

. Elorden. Cada casilla leida va antes: permite la hipotesis, y el programa no lee vacio.
. Casos base, contra la frase y no contra la formula.
. Paso, en dos direcciones.
- Toda solucion queda cubierta: una 6ptima cualquiera; se miran todos los casos de su
ltima decision.
- Cada opcion se puede conseguir: la combinacion sigue siendo valida.
- Al maximizar, la primera es <y la segunda >. Al minimizar, se invierten.
5. Costo: casillas por trabajo en cada una.

;MW IN

No cubrir una opcion Una opcion imposible

Al maximizar, da de menos: el

Al maximizar, da de mas: la fila al
subproblema sin capacidad.

revés suma dos veces un objeto.

Analisis y Disefio de Algoritmos Programacion dinamica Demostrar programacion dinamica 47/ 50



Greedy o programacion dinamica

Greedy Programacion dinamica

Decision Unareglaelige, sin mirarlasde- Se calculan todas, y se queda con
mas la mejor

Estado La solucion parcial Una tabla de subproblemas

Costo tipico El de ordenar
Demostracion Intercambio
Riesgo Una regla plausible y falsa

Casillas por trabajo en cada una
Induccion sobre la tabla

Un subproblema sin la informa-
cion necesaria

Si un greedy funciona, suele ser mas simple. Pero sin demostracion, la programacion

dinamica sirve de arbitro en instancias pequenas.
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Lo que hay que llevarse

= El método: subproblema en una frase, recurrencia, orden, reconstruccion, y
demostracion.

Intervalos con pesos: T[j] = max(T[j — 1], v + T[p(j)])- O(n log n), con upper_bound.

Mochila 0/1: ©(nW). Sin c en el subproblema no se puede decidir. Una fila: la
capacidad al reves.

Pseudopolinomial: polinomial en el valor de W, exponencial en sus bits.

LCS: si coinciden, emparejar no pierde nada. Si difieren, alguno sobra. ©(nm).
Distancia de edicion: tres formas de la Gltima columna. Tabla de (n + 1) por (m + 1).
Solo borrar e insertar: n + m — 2L.

Analisis y Diseiio de Algoritmos Programacion dinamica Demostrar programacion dinamica 49 / 50



Para la proxima clase
m Leer los apuntes de la semana 7, y hacer sus ejercicios. La semana 8 es el examen
parcial.
® Practica 2 en la sesion de laboratorio: greedy, Huffman, Dijkstra, arboles de
expansion minimay DFS.
® Opcional: un diff pequeno, en lab/small_diff.

Preguntas
Calculen a mano la tabla de distancia de edicion entre casa y cosas.

Den una instancia de la mochila 0/1 donde tomar por mayor valor por peso no
sea optimo.

:Qué pasa con el costo de O(nW) si W pasa de tener 10 bits a 40?

;Por qué se recorre la capacidad de mayor a menor cuando se usa una sola fila?
Definan en una frase el subproblema de los intervalos con pesos, y escriban su

recurrencia.
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